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1 Indledning

En internet-sggemaskine er god, hvis den fgrst og fremmest kan sgge blandt al information
pa internettet. Derudover skal den veere hurtig til at finde resultaterne og maske vigtigst
af alt, at den skal vise de mest relevante resultater forst. Sat lidt pa spidsen er de to fgrste
krav blot et spgrgsmal om nok computerkraft. Ordningen af sggeresultaterne mere subtilt
og var det, der gjorde Google sé speciel i forhold til andre sggemaskiner, da Sergey Brin og
Lawrence Page startede Google tilbage i 1997. Hvis jeg pa Google sgger pa matematik og
drhus, far jeg 189.000 resultater, og de kommer svimlende hurtigt — efter kun 0.18 sekunder.
Nar jeg sgger pa disse to ord vil jeg naturligvis have fat i Institut for Matematiske Fag pa
Aarhus Universitet’s hjemmeside. Google giver mig ogsa denne hjemmeside som det fgrste
spgeresultat. Men hvordan kan Google gaette det fra blot matematik og drhus? Dette mindre
mysterie skal vi undersgge i denne note.

Spergsmalet er altsa, hvordan man far sorteret alle hjemmesiderne efter en eller anden
form for vigtighed og troveerdighed. Det ville vaere mest demokratisk, hvis man kunne seette
en stor gruppe mennesker til at lave denne sortering, men resultatet ville veere afheengigt af
gruppens sammensaetning af personer. Udover en uoverskuelig tidshorisont med at menn-
sker skal tage stilling til vigtigheden og troveerdigheden af 25 milliarder sider, er en sddan
liste altséd underlagt en subjektiv vurdering, som er uhensigtsmaessig. Lgsningen er, at fa
Internettet til selv at ordne siderne efter vigtighed.

Storstedelen af denne note er en forklaringen af filosofien bag Google, krydret med en
smule matematik. I afsnit 9 ser vi pa den konkrete matematik. Her bliver alle pastande fra
hovedteksten bevist. Beviserne er alene baseret pé lineser algebra, og eneste forudseetning
for at kunne forsté beviserne er, at kende til egenvaerdier og egenvektorer for en matrix.
Hovedteksten er steerkt inspireret af [1], mens det matematiske afsnit er baseret pa [2].
Hvis du vil vide mere om lineser algebra er [3] et godt udgangspunkt.

2 Hyvilke sider er vigtigst?

Hvis du har lavet en hjemmeside, sa har du ogsé lavet links til andre hjemmesider. Det
har du gjort fordi du synes de hjemmesider du linker til indeholder vigtig information af
den ene eller den anden karakter. Nar du derfor laver et link til en hjemmeside, siger du
samtidig med, at du mener siden er vigtig. Hvis vi derfor kan kortleegge hele Internettets
link-struktur, sa kan vi fa alle hjemmesideforfatteres mening om, hvilke sider der er vig-
tige. Pa den made kan vi forfglge vores forste demokratiske tanke om, at en stor gruppe
mennesker skal vaere med til at bestemme, hvad der er vigtigt: hjemmesidens placering pa
vigtighedslisten er bestemt af hvormange og hvilke hjemmesider der linker til den. Hvis
listen ogséa skal afspejle en form for troveerdighed, sa er det ogsa ngdvendigt, at tage i
betragtning, hvilke sider der linker til den. Fx er det meget mere troveerdigt for en hjem-
meside at en stor hjemmeside som jp.dk linker til den, end, at jeg som privatperson linker
til hjemmesiden.

Altsé, hvis vi har en side P, kalder vi som samlet betegnelse for troveerdigheden og
vigtigheden, af siden for dens PageRank, I(P). Dette er et tal, og nar sggeresultaterne i en
sggning skal vises bliver hjemmesiderne sorteret efter denne PageRank. Men hvordan skal
vi bestemme PageRank fra de ovenstaende betragtnigner? Antag, at siden P; har [; links.
Hvis et af disse links peger pa siden P; sa overforer P; en 1/l;’te del af dens PageRank
til P;. Sa PageRanken af P;, I(F;), er summen af bidrag fra alle siderne der linker til P;.



Altsa, hvis meengden af sider der linker til P; betegnes B; er PageRanken givet ved

(p)y=> 1), (1)

pieB;
Vi er nu kommet til et problem. En sides PageRank bestemmes af andre siders PageRank.
Men hvis vi nu har to sider der linker til hinanden - hvordan far vi sa bestemt hver deres
PageRank? Det er som spgrgsmalet om, hvad der kom fgrst: hgnen eller segget? Skal vi
sé til at skrotte vores hab om, at lave en vaegtning af sider efter de links der findes pa en
hjemmeside? Vi har endnu ikke brugt noget matematik pa vores situation, og hvis vi ggr
det, sa kan vi heldigvis lgse det. Men for at ggre det skal vi kende til lidt linezer algebra.

3 Lineser Algebra

Definition 1. En m X n-matrix, A, er en samling af n reelle vektorer af dimension m
(altsd vektorer med laengde m), sat op ved siden af hinanden i en tabel. Hvis A bestéar af

de n vektorer {vy,va,...,v,}, skrives A som
v1,1 V1,2 ... Ulp
V2,1 V22 - U2
A= [vl vy ... vn] =
Um,1 Um2 --- Umn
hvor hver vektor, v;, er givet ved
V1,
Vo
V; =
Um,i
FEksempel 2. Har vi to vektorer
1 4
v = 2 V2 = 5
3 6
sammensattes de til matricen
1 4
A=12 5 (2)
3 6

Matricer er matematiske objekter, der kan regnes med, lig sa vel som vi kan regne med
tal. Men da matricer er forskellige fra almindelige reelle tal, s er de to regneoperationer
plus og gange ogsa nogle andre end man er vant til.

Definition 3. Lad A og B veere to m x n-matricer. Da defineres A + B til at veere

ay1 a2 ... Qip big b2 ... bin
a1 a2 2 -.. QG2n b271 b272 e b2,n
A+ B= + . .
[Gm,1 Gm2 - Gmp bmi bm2 ... bmn
a1 +bi1 a1ip+bie ... arnt+big
agy +ba1  aso+bes ... azn+bon
| Om,1 + bm,l am,2 + bm,? cee Qmp Tt bm,n



Altsé er definitionen af plus meget intuitiv: man adderer to matricer ved at adderer

indgangene parvist.
1 2 + 5 6| [1+5 2+6/ |6 8
3 4 7 8 [3+7 4+8| [10 12

Eksempel 4.
Derimod er definitionen af gange en smule mere spgjs:

Definition 5. Lad A = (a;j) veere en m x n-matrix (lavet af n vektorer der har leengde
m) og B = (b;;) veere en n x r-matrix, sa er produktet AB = C = (¢;;) den m x r-matrix,
hvis indgange er givet ved
n
cij = Y aib;
k=1

Altsa er den ij’te indgang i matricen C givet som prikproduktet mellem den i’te raekke-
vektor i A og den j’te sgjlevektor i B.

Eksempel 6. Definitionen af gange er nemmere at forsta, hvis man ser et eksempel. Hvis

1 2

A—E’ ;L] and B= |4 5
3 6

kan man ikke gange A med B, da antallet af sgjler i A ikke er det samme som antallet af

raekker i B. Men omvendt ses det, at antallet af sgjler i B er lig antallet af reckker i A, s&

derfor kan vi godt udregne BA:

1 2 3 4 1-3+2-1 1-442-2 5 8
BA=14 5 [1 2}: 4-34+5-1 4-4+5-2( = (17 26
3 6 3:346-2 3-44+6-2 15 24

Hermed kan vi ogsa se, at egenskaben ved de reelle tal, AB = BA, ikke geelder generelt
for matricer. Du kan finde en nogle matricer, hvor det geelder, at AB = BA, men det er
undtagelsen fremfor reglen. Det der gik galt i vores eksempel, var, at det ikke gav mening
at udregne AB, da dimensionerne ikke passede. Men er A og B to kvadratiske matricer af
dimension n (bestar altsa af n vektorer sat op ved siden af hinanden, der hver har leengde
n), sa giver det fint mening at udregne AB og BA - men igen geelder der ikke generelt, at
de to matricer der kommer ud af de to regnestykker er ens.

Eksempel 7. En vektor er ogsé en matrix, sa det at gange en vektor pa en matrix kan ggres
pa samme made som vi gjorde ovenfor. Hvis derfor

oy
et -1

1 2 2 3 0 —1 4 3
Opgave&LadA—[3 ZJ,B—[l },C—[l O]ogD—[2 J

Si er

e Beregn AB og BA.
e Beregn C2,C3,C4.



e Beregn DAB pé to mader:

— Gang AB med D fra venstre.
— Beregn DA og gang med B fra hgjre.

Dette skulle veere nok lineser algebra til at saette os i stand til at forsta, hvordan Googles
PageRank virker.

4 Hyperlinkmatricen

Vi kender nu til matrix-begrebet, og det vil vi nu indfgre, for at lgse problemet med be-
regning af PageRank. Vi definerer nu en matrix H = (H;;), som kaldes hyperlinkmatricen.
Hver raekke og sgjle repraesenterer en webside. Hvis den i’te rackke er websiden P; sa er
den i'te spjle det ogsa. Altsa er H en kvadratisk matrix. I den ij’te indgang star der 1/1;
hvis P; € B; og 0 ellers. Dvs. hvis P; linker til P; star der 1/l; i den ij’te indgang og
0 hvis P; ikke linker til P;. Hvis man ser pa den j'te sgjle, sa viser denne vektor, hvilke
sider der linkes til fra P;. Hvis man derimod ser pa den j'te rekke kan man afleese hvilke
sider der linker til P;. Det skal bemaerkes, at hvis en hjemmeside ikke linker til nogle andre
hjemmesider, sa alle indgange i den tilhgrende sgjle 0.

Hyperlinkmatricen er altsa helt speciel i den forstand, at alle indgangene er stgrre end
eller lig nul, og summen af alle indgangene i en sgjle er 1, medmindre den side sgjlen
repraesenterer ej har nogle links.

Vi kan nu lave vektoren I = [I(F;)] hvis indgange er PageRanks. Husker vi tilbage pa
definitionen af en sides PageRank, formel (1), og hvordan to matricer ganges sammen, sa
har vi, at vores PageRank-vektor opfylder folgende ligning:

I=HI,

I virkeligheden har vi her n ligninger med n ubekendte, hvor n er antallet af hjemmesider pa
nettet. Altsa rigtig mange ligninger der skal lgses for at finde alle hjemmesiders PageRank.
Heldigvis er I det vi kalder en egenvektor for H med egenveerdi 1 og den slags vektorer
er helt specielle, og vi har nogle teknikker til at finde dem — dermed bliver det altsa
overskueligt at skulle lgse ligningerne.

5 Miniature-web

Lad os se pa et eksempel, hvor vi har otte websider, der linker til hinanden og udggr et
internet i legetgjsstorrelse. Linksene er repraesenteret ved pile.



Den tilhgrende matrix og egenvektor er

0 0 0 0 0 0 1/3 0] [0.06007
1/2 0 1/2 1/3 0 0 0 0 0.0675
/20 0 0 0 0 0 0 0.0300
H—|0 1 0 0 0 0 0 0 o 0067
0 01/2 1/3 0 0 1/3 0 0.0975
0O 0 0 1/3 1/3 0 0 1/2 0.2025
O 0 0 0 1/3 0 0 1/2 0.1800
L0 0 0 O0 1/3 1 1/3 0 | 10.2950 ]

Da side 1 linker til side 2 og 3 star der % pa plads 2 og 3 i farste sgjle og 0’er pa resten af
pladserne. Side 2 kun linker til side 4 og derfor star der 1 pa plads 4 i anden s@jle og 0’er
pa resten af pladserne, osv.

I dette tilfaelde viser PageRank-vektoren, I, at side nr 8 er den vigtigste, fordi det
storste tal star pa plads 8. Det kan tildels forklares med, at der er tre sider der linker til
side 8. Men side 2, 5 og 6 har ogsa tre links til sig, men nr 8 er den vigtigste fordi, de
websider der peger pa nr 8, selv har mange sider der peger pa sig. Her er det altsa igen
troveerdigheden af siderne der er med til afggre PageRanken og ikke alene antallet af links.

6 Beregning af [

Der findes mange mader at finde egenvektorer til kvadratiske matricer pa. Men nar vi i
dette tilfzelde har en hyperlinkmatrix med 25 milliader rackker og 25 milliader sgjler, virker
alle beregningsmetoder hablgse, og tidskreevende. Dog er vi sé& heldige, at der i gennemsnit
kun er 10 links per side, s& langt stgrstedelen af indgangene i H er nul. Derfor bruger man
det der hedder potensmetoden, til at finde egenvektoren I til egenveerdien 1.

For at bruge potensmetoden, skal man veelge sig en vektor I°, som man mener kunne
veere en kandidat til I, og sa laver man fglgen af vektorer I* givet ved

" = HI" = H*I°.

Hvis H er en seerlig psen matrix, vil I*’erne vektor nserme sig egenvektoren I, nar k
bliver stor. Selv for Googles store matrix skal man kun op pa ca. k = 60 for at fa en god
approksimation til 1.

I eksemplet ovenfor er de fgrste elementer i fglgen beregnet for k = 60 og k = 61.

IO Il IQ 13 I4 . IGO I61

1 0 0 0 0.0278 ---  0.06 0.06

0 0.5 0.25 0.1667 0.0833 --- 0.0675 0.0675
0 05 0 0 0 - 0.03 0.03

0 0 0.5 0.25 0.1667 --- 0.0675 0.0675
0 0 0.25 0.1667 0.1111 ... 0.0975 0.0975
0 0 0 0.25 0.1806 --- 0.2025 0.2025
0 0 0 0.0833 0.0972 --- 0.18 0.18

0 0 0 0.0833 0.3333 --- 0.295 0.295

7 Vigtige spgrgsmal

Nu har vi altsa fundet en relativt effektivt made at beregne I pa. Men med den méade vi
har valgt at beregne I pa, veelger vi os et startpunkt for en folge, der s& tilnsermer sig

5



egenvektoren. Men pa dette tidspunkt skal vi stille os selv, tre centrale spgrgsmal:
e Vil fplgen I* altid konvergere?
e Er greensevektoren af I* uafhaengig af startvektoren 107
e Indeholder I rent faktisk den informationen vi vil ha’?

At en fglgen af vektorer konvergerer betyder, at talveerdien i indgangene i vektorerne
vil stabilisere sig ved et bestemt tal, som det ses af ovenstaende eksempel. Hvis vi ser pa
den sidste indgang i felgen af vektorer fra eksemplet ovenfor, si ses det, at talveerdien
starter med at veere mindre end veerdien den stabiliserer sig ved, for derefter at blive stgrre
end den. Man kunne godt forestille sig, at der fandtes en webstruktur og en startvektor,
der i kombination gjorde, at fx den sidste indgang ikke ville stabilisere sig. Det ville give
et problem, for sa kan vi altsa ikke sige, at vi har fundet vores egenvektor. Da geelder det
ikke, at HI = I. Derfor er det altsa ngdvendigt at undersgge for konvergens.

Svaret pa alle tre ovenstaende spgrgsmal, er desveerre nej. Men det, der kommer til at
rede os, er at svaret pa tredje spgrgsmal er nej. Vi har nemlig ikke helt fundet frem til den
information som vi satte os for at finde — men vi meget teet pa.

8 Googlematricen

Tidligere har vi opfattet PageRank som et mal for, hvor vigtig en side er, beregnet ud fra
vigtigheden af de sider der peger pa den. Et forsgg péa at bruge internettets linkstruktur til
have en demokratisk afggrelse af hvilke sider der er vigtigst og mest troveerdig. Men her har
vi jo kun taget hgjde for forfatterne af hjemmesider, hvis vi skulle veere helt demokratiske
skulle vi ogsa have brugerne af internettet med — altsa surferne. Selvfglgelig er der et stort
overlap mellem forfattere og brugere, men selvom man synes at en bestemt hjemmeside er
vigtig, er det jo ikke sikkert man vil linke til den, hvis nu ens hjemmeside har et meget
konkret formal.

Vi vil nu tage hyperlinkmatricen som udgangspunkt, og sendre den en smule sa vi far
en matrix, hvor vi kan svare ja pa alle spgrgsmaélene fra ovenstaende, og hvor vi altsa far
indkodet websurfernes stemme i afggrelsen af, hvad der er vigtigt. Vores udgangspunkt er,
at vi udfra H vil konstruere en matrix G, og lgse ligningssystemet GI = I — dette I er
vores rigtige PageRank-vektor.

Vi forestiller os, at vi tager en tilfeeldig surftur pa nettet. Vi starter pa siden P; som
har [; links. Vi veelger sa tilfeeldigt et af de [; links. Et af linksene er til siden F;. Dermed
er sandsynligheden for at vi rammer P; nar vi star pa P; altsa 1/1;.

Forfglger vi denne tanke, s kan PageRank I(P;) som sandsynligheden for, at man
tilfeeldigvis surfer forbi pa siden, hvis man bare klikker rundt pd méa og fa pa nettet. Det
giver ganske god mening, for hvis du surfer efter noget bestemt information, sa vil du
uveaergeligt ende pa de samme sider flere gange. Altsa er de sider vigtigere end andre, og
disse siders PageRank skal veerre hgjere. Dog giver denne fortolkning af PageRank os et
problem: hvis vi pa vores surftur stgder pa en side, der ikke linker til andre websider,
hvad g@r vi sa? For at kunne fortseette, sa forestiller vi os, at sadan en side uden links til
andre sider, rent faktisk linker til alle sider pa hele nettet. Hvis vi teenker tilbage pa vores
hyperlinkmatrix, sa betyder det, at den s@jle der repraesenterede en side uden links ville
have lutter 0’er. Nu bliver hele denne spjle erstattet med en vektor med 1/n pa hver plads,
hvor n er antallet af sider pa nettet. Denne nye matrix kalder vi S. Det betyder, at vi kan
skrive S som S = H + A, hvor A er en matrix, med lutter 0’er - bortset fra de sgjler der
repreesenterer websider uden links, hvor der i stedet star 1/n i hver indgang.



Beregning af I

Har vi nu faet simuleret, hvordan en websurfer opfgrer sig pa nettet? I det store hele,
fordi man fglger links pa de sider man besgger, og hvis der ikke er nogle links, s& veelges
en tilfeeldig af nettets mange websider. Men pa en surfetur, s& veelger man ofte anden
side pa nettet fremfor bare, at vaelge en af de sider der linkes til. Vi kan formulere dette
matematisk ved at veelge et tal, a, mellem 0 og 1, som er sandsynligheden for at websurferen
gor som vi har forudsagt med matricen S: veelger en af de sider der linkes til, eller hvis han
kommer til en side uden links, s& veelges en tilfeeldig af nettets mange sider. Dermed er
der sandsynlighed 1 — « for, at websurferen ggr noget andet: veelger en tilfeeldig af nettets
websider. Det hele samler vi i Googlematricen:

G:aS—i—(l—a)ll
n
hvor 1 er en matrix af samme dimension som .S, men som lutter 1-taller i alle indgangene.

Variablen « er ret vigtig, for den styrer hvor stor indfyldelse Internettets hyperlink-
struktur skal have i Googlematricen. Fx vil a = 1 give den oprindelige hyperlinkstruktur,
og a = 0 giver en webstruktur helt uden links.

Googlematricen giver den hidtil mest realistiske beskrivelse af en websurfers adfeerd pa
nettet. Det er naturligvis afhesengigt af, at vi finder en rimelig veerdi til a. Google bruger
a = 0.85, der betyder, at der er 85% sandsynlighed for, at en websurfer fglger et link pa
en hjemmeside, og 15% sandsynlighed for, at han veelger en tilfeeldig hjemmeside.

8.1 Beregning af [

Sa langt sa godt. Vi har faet lavet os en matrix G der kan simulere er websurfers adfserd.
Hvis vi nu kan finde egenvektoren I med egenveerdien 1, altsa finde den vektor sa GI = I,
s& har vi fundet vores PageRank vektor. I afsnit 9 ser vi, at der findes uendeligt mange
lgsninger til GI = I. Men hvis vi vil fortolke PageRank som en sandsynlighed for at en
hjemmeside bliver besggt pa en tilfeeldig surftur, sa skal PageRank jo veere et positivt tal,
og hvis vi laegger PageRanks for alle hjemmesider sammen, skal vi have 1. Med disse ekstra
antagelser kan vi vise, at der findes preecist en lgsning til GI = I og denne lgsning kan
findes med potensmetoden. For at potensmetoden virker skal vi altsa vise, at folgen I* vil
konvergere mod vores PageRank-vektor I, der opfylder GI = I og den ekstra antagelse.
Derudover skal vi vise, at graensevektoren for I* ikke afhsenger af valget af startvektor. Det
vil blive gjort i afsnit 9.
Som sagt vil vi bruge potensmetoden, og husker vi pé, at S = H + A, bliver

1_
G=aH+ad+-—21,
n

og dermed er

1 _
GI* = aHI* + A" + —— ¢
n

1%,
Da de fleste af indgangene i H er nul, skal der i gennemsnit kun summeres 10 tal i hver
af indgangene i produktet HI*. Desuden er alle reekker i A ens, si AI* er en vektor med
samme tal i hver indgang, sa prikproduktet mellem I* og en raekke i A skal kun beregnes
en enkelt gang. Det samme er geeldende for 1, der ogsa har ens raekker.

Hastigheden af I*’s konvergens afhaenger af storrelsen af o. Konvergensen er hurtig hvis
« er lille, og langsom nar den er teet pa 1. Med valget af o = 0.85 har Google indgaet et
kompromis mellem, at fa s meget som muligt af Internettets hyperlinkstruktur med, og
hastigheden hvormed I kan beregnes. Det viser sig, at k skal ligge mellem 50 og 100 for at



vi kan fa tilpas god approksimation til I. Google siger selv, at det tager dem et par dage
at beregne I.

I og med, at nettet er en dynamisk stgrrelse, hvor der hele tiden bliver tilfgjet og slettet
indhold, s& vil en PageRank vektor veere foraldet sekundet efter, at beregningen af den
er startet. Rygterne vil derfor vide, at Google beregner en ny PageRank-vektor en gang i
maneden.

9 Matematiske beviser

I dette afsnit vil vi bevise pastandene omkring potensmetoden og eksistensen af en PageRank-
vektor. Forst og fremmest det mest essentielle spgrgsmaél. Findes der overhovedet en lgsning
til GI = I der samtidig opfylder at > | I(P;) = 1 og I(P;) > 07 Dette er et ligningssytem
med n + 1 ligninger og n ubekendte. Som udgangspunkt er det ikke sikkert, at vi kan finde
en sadan lgsning. I tilfeelde af, at vi kan finde en lgsning, er vi sa sikre pa at den er entydig?
Desuden skal vi se, at potensmetoden virker og er uatheengig af valget af startvektor.

I det folgende vil jeg bruge betegnelsen ||z|; = Y |z;| for summen af den numeriske
veerdi af indgangene i en vektor. ||z||; kaldes for 1-leengden af .

Proposition 9. Hvis G = (g;5) er en matrix med g;; > 0 for alle ¢, j og alle sgjler summer
til 1, da er 1 en egenveerdi for G og ligningen Gx = x har en lgsning, hvor alle indgange i
x er positive, seerligt findes en lgsning med ||z| = > 7, x; = 1.

Bevis. Rackkerne i G summer alle til 1, sa vektoren v = (1,1,...,1)7 er en egenvektor
for GT med egenveerdien 1, si GTv = v. Dermed er 1 en rod i det(GT — A\Id), og da
det(GT — AId) = det(G — AId) er 1 altsa ogsa en egenveerdi for G.

Helt generelt sa geelder der, at |Y ", yi| < >,|yi| og hvis y;’erne har blandede fortegn er
uligheden skarp.

Lad z € Vi(G) veere en egenvektor i egenrummet tilhgrende egenveerdien 1 for G.
Antag, at der er forskellige fortegn i x’s indgange.

Da x = Gz er x; = Z;:l gijxj og da z;’erne har blandede fortegn har g;jz;’erne
blandede fortegn, da g;; > 0. Vi har altsa en streng ulighed |z;| < Z;‘L:1 Gijlzj|, og derfor

har vi
n

n n n n n
D olwl <D0 gl =D lwl Y g =Y s
i=1 i=1 j=1 j=1 i=1 j=1
hvilket er en modstrid.
Altsa har alle indgange i « samme fortegn. Seerligt findes en vektor i V1(G) med alle
indgangene positive, og dermed ogsa en med 1-leengde 1. O

Ovenstaende proposition viser altsa eksistensen af en lgsning til ligningssystemet GI =
I og ||I]|y =1 og alle indgange i I er positive. Hvis dim V;(G) = 1 sa findes kun én lgsning.
Denne lgsning er vores PageRank-vektor.

For at kunne vise, at dim V;(G) = 1 skal vi forst have vist fplgende generelle lemma.

Lemma 10. Lad v og w veere linesert uatheengige vektorer i R™, m > 2. Der findes reelle
tal s,t s& © = sv + tw har bade positive og negative indgange.

Bevis. Da v, w er linesert uatheengige er v # 0 # w. Lad d = ) v;. Hvis d = 0 indeholder
v forskellige fortegn og s = 1 og t = 0 opfylder det gnskede.

Hvis d # 0 defineres s = % ogt = 1. Daw,w er linesert uatheengige er x = sv+tw #
0, men det er samtidig klart at >, z; = 0, s& x;’erne ma have blandede fortegn. O



Nu er vi i stand til at bevise entydigheden af PageRank-vektoren.

Proposition 11. Hvis G = (g;5) er en kvadratisk matrix med g;; > 0 og >, gi; = 1 for
alle j er dimV1(G) = 1.

Bevis. Antag, at der findes to linesert uathaengige vektorer v,w € V4(G). Pr. lemma 10
findes s,t s& komponenterne af x = sv + tw har blandede fortegn. Men pr. Proposition 9
vil ethvert € Vi(G) have enten kun positive eller kun negative komponenter, hvilket er
en modstrid.

Altsa vil en basis for V1 (G) kun besta af en enkelt vektor, og dim V1 (G) = 1. O

Vi har nu bevist, at der findes en entydig PageRank-vektor. Spgrgsmalet er nu blot,
om vi kan finde den med potensmetoden beskrevet ovenfor.

Proposition 12. Lad G = (g;;) veere en kvadratisk matrix med g;; > 0 og > i, gij = 1
for alle j, og lad V' veere underrummet i R™ bestéende af vektorer v sa >, v; = 0. Daer G
matrixrepraesentationen af en lineger transformation G: V' — V og der findes et 0 < c < 1
sa ||Gull1 < c||v||; for alle v € V.

o

Beuvis. Lad os forst se, at G tager elementer i V' til elementer i V. Lad w = Guv, sa
Wy = E;-lzl 9ijVj 08

n n n

Dowi=D D givi= vy g5 =) v =0
=1

i=1 j=1 j=1 i=1 j=1

Dermed er w e Vog G:V — V.

Nu til vurderingen, som er en smule besveerlig at vise.

n n n
lwih = ewi =Y e gijv,
i=1 =1

=1

hvor e; = sgn(w;) og e;’erne er ikke alle ens, da ), w; = 0, da w € V' — medmindre w = 0,
hvor uligheden klart geelder.

n n n
lwlly = v > eigiz = > aju;,
j=1 i=1 j=1

hvor a; = Y"1 | €igij.
Da e;’erne ikke alle er ens, at » ;" | g;; = 1 og da 0 < g;; < 1 er det klart, at

—1<—-1+ming;; <a; <1—-ming;; <1.
K3 (2

Vi har altsa, at |a;] < |1 — min; g;5] < 1, og lad derfor ¢ := max;|1 — min; g;;| for sa er
laj| < ¢ <1 for alle j. Dermed har vi nu, at

n n n n
lwlly = agu; = > ajus] < lagllogl <> Jvj| = ellv]ls,
j=1 j=1 j=1 j=1

hvormed det gnskede er vist. O

Vi kan nu afslutte dette matematiske afsnit med en seetning der indeholder svar pa alle
spergsmal stillet ovenfor.



Seetning 13. Enhver kvadratisk matriz G = (gij) med 0 < gi; < 1 og >y gij = 1 for
alle 7, har en entydig egenvektor I tilhgrende egenveerdien 1, der yderligere kun har med
positive indgange og ||I||; = 1. Vektoren I kan beregnes ved I = limy_ .o, G*xq, hvor o er
en vektor med positive indgange og ||xol|1 = 1.

Bevis. Vi ved allerede fra de ovenstaende propositioner, at G har 1 som egenveerdi, og
at dim V(G) = 1. Det gav os det gnskede I eksisterer og er entydigt. Vi mangler blot
at bevise, at potensmetoden virker. Det vil altsa sige, at for et vilkarligt valg af x¢ med
ovenstaende egenskaber, sa vil folgen GFzq konvergerer med I.

Lad zyp € R™ have positive indgange og |zo||1 = 1. Vi ved som sagt, at I findes, at
Li=1(P)>00g >, I(P)=1.

V er underrummet af R”, hvor indgangene summer til 0. Definer v = x¢g — I. Dermed
er v € V, da summen af v’s indgange er nul, fordi summen af indgangene i bade g og i [
er 1. Derfor er zg = I +v, og GFzg = GFI + GFv = I + GFv. Altsa er GFzg — I = G*v, og
et induktionsargument giver nu, at

IG*oll < o]y,

hvor 0 < ¢ < 1. Samlet set har vi, at limg_.o||G*v|| = 0 hvorfor G¥zy — I for k — oo,
hvormed det gnskede er vist. O

10 Opsamling

Da Page og Brin startede Google i 1997 blev Internettet forvandlet fra at vaere en bunke
ustrukturerede informationer, som ingen kunne finde rundt i, til at blive en — ikke fuld-
steendig ordnet — bunke informationer. Men det var blevet meget lettere at finde relevante
informationer, hurtigt.

Hovedidéen er at fa internettet til selv at ordne informationerne efter relevans. Som
det er vist ovenfor er idéen simpel, men er meget anvendelig. Resultatet af en sggning
bliver bl.a. sorteret efter sidernes PageRank fundet i PageRank-vektoren. Google siger
selv, at PageRank er en af 200 kriterier der bliver sorteret efter. De resterende 199 kriterier
er forretningshemmeligheder, som Google ikke siger noget om, ganske som Google ikke
offentligggr hvad en sides PageRank preecist er.

I kglvandet pa PageRank-algoritmen, er der udviklet andre algoritmer, som ogsa bruger
Internettets hyperlinkstruktur til at vurdere websiders vigtighed, fx HITS algoritmen af
Jon Kleinberg der ligger til grund for Teoma sggemaskinen, der driver ask.com. Du kan
selv vurdere hvilken der er bedst ved at sammenligne resultater.
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